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RESUMEN

El articulo se ocupa del problema que Alhacén formul6 y resolvid en el libro V de su tratado de
optica. A saber, encontrar el punto de reflexion en un espejo dado, si se conocen las posiciones del
objeto y del observador. Se pretende, primero, exponer el complejo esquema de argumentacion
usado por el filoésofo y cientifico arabe, y segundo, proponer un posible esquema de razonamiento
como un candidato que exhibe la 16gica del descubrimiento.
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Piramide visual.

ALHACEN’S PROBLEM
ABSTRACT

This paper deals with the problem that Alhazen formulated and solved in book V of his treatise
on optics. That is to say, finding the reflection point in a given mirror, when the positions of both
the object and the observer are known. The intention is to, firstly, exhibit the complex argumenta-
tion scheme used by the Arabic scientist and philosopher; and secondly, propose a possible method
of reasoning like a candidate exhibiting the logic of the theory which could lead to the discovery of
the solution.
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A finales del siglo XII o comienzos del XIII un fantasma inicid su recorri-
do por Europa. Nos referimos a la traduccion del arabe al latin de un extenso
y profundo tratado de optica. Los pasos de dicho fantasma se sienten palpitar
en las obras de Roger Bacon (1214-1294), John Pecham (1230-1292) y
Erazmus Ciolek Witelo (1230-1314), para nombrar las mas importantes. No
hay rasgos del personaje que emprendio la tarea de la traduccion y las fuentes
ya parecen desestimar que se tratara de Gerard de Cremona.! Nos referimos,
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pues, al tratado cuyo titulo en arabe es Kitab al-Manazir y que se atribuye a
Ibn al-Haytham. Se han propuesto dos titulos para la presentacion de la obra
en latin De «Aspectibus» y «Perspectivay. El primero se puede traducir como
«Acerca de las aparienciasy para darle realce a los aspectos psicologicos que
menciona el tratado. En tanto que el segundo se puede traducir como «Opti-
ca» subrayando la concentracion en los medios por los cuales la vision se
lleva a cabo. El nombre completo del autor es Abu ‘Ali al-Hasan ibn al-Hasan
ibn al-Haytham, nombre que se ha abreviado bajo una de dos formas A/hacén
0 Alhazen. Después del afio 1250 varias copias manuscritas del De aspectibus
llegaron a instalarse en puntos estratégicos de Europa. La primera edicion
impresa aparecio en 1572 con la excelente obra de Friedrich Risner Opticae
thesaurus. Esta edicidn permitid contar en Europa con una version canonica
del trabajo de Alhacén; versidon que se constituyo en una de las fuentes de
inspiracion de Kepler, Descartes y Huygens entre otros. No obstante, la ver-
sion latina tiene algunas deficiencias. Los tres primeros capitulos del libro I
en la version original en arabe, alli donde se establecen algunos criterios me-
todologicos, no estan presentes en la version europea. Lagunas similares se
encuentran en los libros restantes. En consecuencia, la version en latin no es
una réplica exacta de la version arabe. Los tres primeros libros de la version
original en drabe han sido traducidos al inglés recientemente por A. 1.Sabra;
en tanto que la version latina ha sido llevada al inglés por Mark Smith.? Para
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1 SMITH, M. (2001), Alhacen’s Theory of visual perception, traduccion al inglés con co-
mentarios de los tres primeros libros del De Aspectibus, 2 vols., Philadelphia, American Phi-
losophical Society, p. xx. Hay indicios de una traduccién del De Aspectibus al italiano en el
siglo XIV. El escultor italiano Lorenzo Ghiberti reportd haber tenido contacto con las ideas de
Alhacén (Cfr. STEFFENS, B. (2007), Ibn al-Haytham First Scientist. Greensboro, Morgan
Reynolds, p. 104). La primera alusiéon a una version en latin en Occidente proviene de un
escrito de Jordanus de Nemore en un periodo entre 1220 y 1230; cfr. SABRA, A. I, (1982), Ibn
al-Haytham’s lemmas for Solving ‘Alhazen’s Problem’, Archive for History of Exact Scien-
ces, 26, (4), 299-324, p. 299.

2 SMITH, M. (2001), Alhacen’s Theory of visual perception, traduccion al inglés con co-
mentarios de los tres primeros libros del De Aspectibus, 2 vols., Philadelphia, American Phi-
losophical Society. SMITH, M., (2006), Alhacen on the principles of reflection, traduccion al
inglés con comentarios de los libros 4 y 5 del De Aspectibus, 2 vol., Philadelphia, American
Philosophical Society. SMITH, M., (2008), Alhacen on image-formation and distortion in
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los efectos asociados con el tema del presente articulo, tomaremos en considera-
cion la traduccion al inglés que de la version en latin preparé Mark Smith.3

Alhacén nacié muy probablemente en el afio 965 en Basora (Al-Basra),
ciudad localizada en lo que hoy se conoce como Irak. Basora es también el
puerto de Simbad el Marino. Alhacén participd como estudiante en la Casa de
la Sabiduria, una de las mas grandes bibliotecas del mundo musulman, fun-
dada en el siglo IX con el objeto de promover el estudio y traduccion de obras
clasicas. Alli tuvo la oportunidad de familiarizarse con las obras de Platon,
Aristoteles, Euclides, Apolonio, Ptolomeo y Galeno. Alhacén llegd a ocupar
un cargo publico en Basora; cargo que abandon6 aduciendo, segun algunos
comentaristas, razones asociadas con algun tipo de enfermedad mental.* El
cientifico arabe se trasladd después (1010) al Cairo para trabajar bajo el go-
bierno de al-Hakim, quien ordené la construccion de la biblioteca del Cairo.
Todo parece indicar que la relacidon estaba fundada en un plan novedoso que
Alhacén habia concebido para controlar las devastadoras crecientes del Nilo.
Ciertos desacuerdos con al-Hakim, posiblemente asociados con el fracaso del
proyecto para controlar el Nilo, fueron tejiendo las condiciones para que Al-
hacén fuese condenado a arresto por cerca de diez afios. Es probable que du-
rante ese tiempo se hubiese concebido y adelantado buena parte del proyecto
de su tratado de optica. Una vez termind el arresto, Alhacén se instalo en El
Cairo para posteriormente desplazarse a Bagdad y Basora. El filosofo y cien-
tifico drabe muri6 en el afio 1040.°

El De Aspectibus es un compendio de 7 libros. El libro I presenta un esbo-
zo general de la teoria de la vision de Alhacén. El libro II da cuenta de su
forma peculiar de concebir la psicologia de la percepcion. Este libro sienta las
bases tedricas para que el libro III se ocupe de los errores inducidos en la
percepcion visual cuando esta en juego la vision directa. Los libros [V y V se
ocupan de la reflexion y formacion de imagenes en espejos planos y en espe-
jos curvos. En estos libros se enuncia y se resuelve el famoso Problema de

mirrors, traduccion al inglés con comentarios del libro 6 del De Aspectibus, 2 vol., Philadelphia,
American Philosophical Society. SMITH, M. (2010), Alhacen on refraction, traduccion al inglés con
comentarios del libro 7 del De Aspectibus, 2 vol., Philadelphia, American Philosophical Society.

3 Las referencias a la obra de Alhacén aludiran al libro en numeros romanos, seguido del
capitulo en nimeros arabigos y, después del punto, la numeracion del parrafo correspondiente.

4 STEFFENS, B. (2007), p. 44.

5 SABRA, A. 1., (2003), Ibn al-Haytham, brief life of an Arab Mathematician: died circa
1040, en http://www.harvardmagazine.com/on-line/090351.html. Algunos comentaristas
tienen dudas acerca del regreso del filésofo a su patria natal, LINDBERG, D. C., (1967), Al-
hazen’s Theory of Vision and its Reception in the West, Isis, 58, (3), pp. 321-341, p. 60.
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Alhacén. El libro VI —complemento del III— se ocupa de los errores en la
percepcion visual ocasionados por rayos reflejados. Por tltimo, el libro VII se
detiene en el estudio de la refraccion de la luz.

No es dificil establecer con claridad las principales influencias en la obra
de Alhacén. Aristoteles contribuye para establecer una actitud y, quiza, un
método para la investigacion cientifica en general. Euclides y Apolonio apor-
tan el trasfondo geométrico. La obra de Ptolomeo sugiere problemas y aporta
la direccion especifica en la que han de enfrentarse. En muchos casos, Al-
hacén se limita a servir de correa de transmision de las ideas de Ptolomeo. Por
ultimo, la anatomia del ojo se toma casi directamente de los trabajos de Gale-
no. En el contexto arabe, Ya ‘qub al-Kindi (801-866) contribuy? a la asimila-
cion del pensamiento griego e inicid la osadia de participar en dicha empresa
con una mirada critica. Si bien Aristdteles se habia sentido inclinado a pensar
que el corazon podia ser el asiento del alma, Galeno se atrevio a sostener que
las funciones mas importantes asociadas al alma debian tener su asiento en el
cerebro. Los pensadores arabes quisieron ofrecer una descripcion galenizada
de la psicologia de Aristdteles. Ellos quisieron asignar ciertas facultades psi-
cologicas a regiones especificas del cerebro. Una buena parte de esta sintesis,
estudiada por Alhacén, se encuentra en Los diez tratados del ojo escrito por
Hunayn ibn Ishaq (809-873).

Sin el animo de ser exhaustivos, podemos reducir a seis los aportes basicos
de Alhacén en el De Aspectibus: (i) ofrecer argumentos definitivos en favor
del intramisionismo; (ii) elucidar la naturaleza compleja del vértice en la pi-
ramide visual euclidiana; (iii) aportar una descripcion psicoldgica muy com-
pleta de los procesos de inferencia presentes en la percepcion directa; (iv)
advertir la importancia de métodos experimentales y modelos matematicos
para validar conjeturas en el estudio de la dptica; (v) proponer y ofrecer una
solucion completa del Problema de Alhacén; (vi) reiniciar los estudios cuida-
dosos de la refraccion.

(i) Ofirecer argumentos definitivos en favor del intramisionismo. A propo-
sito de los fendmenos asociados con la percepcion visual, los griegos se deba-
tian entre, por un lado, concepciones extramisionistas (Platon, Euclides, Pto-
lomeo) que asumen que un cierto efluvio que emana del ojo sale al encuentro
del objeto hasta entrar en contacto directo con €l, provocando después la apa-
ricion de una imagen o fantasma del objeto contemplado; y, por otro lado,
concepciones intramisionistas (Aristoteles, atomistas) que abogan porque
alguna modificacién del objeto sobre el medio sea la responsable de que el
ojo reciba la forma sensible del objeto correspondiente. Alhacén, por su parte,
ofrecidé argumentos poderosos en favor del intramisionismo y mostré como
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podia usarse en este caso el modelo de la pirdmide euclidiana, concebida ini-
cialmente para esquemas extramisionistas. En efecto, si pensamos que es a
partir del ojo que emana cierto efluvio visual, conviene preguntar si hay algo
que regresa al ojo o nada retorna. En el segundo caso nada podria percibirse.
En el primero nos vemos obligados a restituir la tesis intramisionista. Tam-
bién conviene preguntar si ese efluvio es o no corporal. Si es corporal, hemos
de admitir algo absurdo; esto es que una sustancia corporal que emana del ojo
puede llenar en un solo momento todo el espacio que tenemos al frente desde
nuestros ojos hasta la inmensidad del cielo, sin que el ojo sienta mengua al-
guna en su constitucion. Si no es corporal no hay espacio para hablar de sen-
sacion, toda vez que ella implica el reconocimiento de objetos fisicos por la
afeccion que ellos producen en nuestros 6rganos corporales (Alhacén, I,
6.56).

(ii) Elucidar la naturaleza compleja del vértice en la piramide visual eu-
clidiana. La piramide visual de Euclides es un instrumento que, sin duda,
simplifica el analisis de la vision. En el caso de Euclides lo fundamental es:
(i) un observador reducido a un punto (el vértice de la piramide); (ii) un obje-
to que ha de ser contemplado y que constituye la base de la pirdmide; (iii) una
mediacion que ocurre en virtud de lineas rectas entre el objeto y el observa-
dor; y (iv) un observador que lee las claves geométricas de la mediacion para
inferir posiciones, tamafios y distancias del objeto percibido. Ahora bien,
concebir el observador como un punto geométrico es una simplificacion que
deja por fuera aspectos esenciales. Un punto, segun Euclides, es aquello que
no tiene partes. Concebir el 0ojo como un algo sin partes no nos permite abra-
zar la complejidad que en si encierra la percepcion. Alhacén, considerando la
informacion anatomica aportada por Galeno, procurd establecer la funcionali-
dad geométrica de cada una de las partes del ojo.

(i11) Aportar una descripcion psicologica muy completa de los procesos de
inferencia presentes en la percepcion directa. El 0jo es una ventana abierta
que permite instalar en la pared posterior del cristalino una imagen isomorfica
del objeto contemplado. A continuacidn esta imagen es capturada, sentida y
transportada por los espiritus visuales a través del nervio optico hasta el ner-
vio comun y por éste hasta la parte frontal del cerebro sin pérdida del isomor-
fismo inicial. Alli el sensor central estd en condiciones de percibir las propie-
dades visibles, algunas de ellas encarnadas —en el buen sentido aristotélico—
en los objetos exteriores. Entre estas propiedades conviene asentar la siguien-
te distincion. De un lado se encuentran las propiedades que se perciben por la
sensacion bruta [sensu solo] y, de otro lado, las propiedades que son percibi-
das gracias a la intervencion del juicio, del reconocimiento y de la diferencia-

Asclepio, 2012, vol. LXIV, n° 1, enero-junio, 251-276, ISSN: 0210-4466 255



CARLOS ALBERTO CARDONA SUAREZ

cioén en conjuncion con la sensacion de las formas percibidas. Alhacén ade-
lant6 un juicioso estudio de las caracteristicas de las inferencias presentes en
la percepcion visual.®

(iv) Advertir la importancia de métodos experimentales y modelos mate-
madticos para validar conjeturas en el estudio de la optica. Todas las superfi-
cies reflectantes desvian la luz, forma y color. Lo hacen ajustadas a dos prin-
cipios centrales: (i) dado un punto de reflexion sobre la superficie ocurre que
la linea de incidencia y la linea de reflexion se encuentran en el mismo plano
con la normal trazada a la superficie en el punto de reflexion; y (ii) tales li-
neas forman con la normal dngulos equivalentes (Alhacén, IV, 3.2). El filoso-
fo arabe no se limitd a sugerir plausibles argumentos especulativos o a apo-
yarse en la tradicion (Aristoteles, Euclides, Ptolomeo) para soportar las
mencionadas leyes, sino que intentd someterlas a una rigurosa verificacion
empirica. Para ello dispuso de un cilindro macizo, sellado completamente,
cuya base inferior contenia el dibujo de rectas de guia convergentes en el cen-
tro de la base del cilindro prefigurando el paso de la luz. Las paredes del ci-
lindro poseian orificios justo en los puntos de interseccion de las lineas de
guia de la base y las paredes del cilindro. Estos agujeros se sellaban con blo-
ques de madera facilmente removibles. En la base se podia disponer un espejo
en una posicion controlada por el experimentador. Alhacén destapaba un agu-
jero para permitir la entrada controlada de la luz y, después, retirando uno a
uno cada tapon, buscaba la trayectoria de salida del rayo de luz reflejado.

De otra parte, Alhacén, siguiendo a Euclides y a Ptolomeo, se esmerd por
hacer de la geometria el canon con el que debian presentarse los problemas y
las soluciones asociadas con el estudio de los fendomenos Opticos. Asi, la
geometria logra encarnarse en el estudio de la percepcion visual. No se trata
de un instrumento adicional que pudiese hacernos la vida mas comoda. La
geometria es el lenguaje en el que se puede formular significativamente las
preguntas propias que atafien al estudio de la percepcion visual.

(vi) Reiniciar los estudios cuidadosos de la refraccion. Alhacén intent6 darle
continuidad a los estudios que Ptolomeo habia iniciado a propésito de las regula-
ridades matematicas implicitas en los fendmenos de refraccion de la luz. El ad-
virti los problemas de Ptolomeo en el momento de pretender explicar el aumen-
to del tamafio aparente de la Luna cuando era contemplada en el horizonte.
Cuando un observador en la Tierra dirige su mirada al cielo, asimila la superficie

6 No carece de fundamento pensar en una anticipacion a algunas claves fenomenologi-
cas en la presentacion de Alhacén. EL-BIZRI, N. (2005), A philosophical perspective on Al-
hazen's optics, Arabic Sciences and Philosophy, 15 pp. 189-218.

256 Asclepio, 2012, vol. LXIV, n° 1, enero-junio, 251-276, ISSN: 0210-4466



EL PROBLEMA DE ALHACEN

celeste a un plano que se extiende indefinidamente en todas las direcciones. Asi
las cosas, cuando contempla la Luna en el horizonte, la mente habra grabado la
expectativa que impone que la distancia a la Luna es bastante mayor comparada
con la distancia recordada en el zenit. Si en los dos casos imaginamos objetos
que poseen el mismo tamafio absoluto, ellos seran contemplados bajo conos vi-
suales de la misma amplitud angular; en consecuencia, como en el horizonte la
Luna parece mas distante, la facultad visual aventurara la hipotesis segun la cual,
la Luna debe ser un objeto de mayor amplitud en su tamafio.

EL PROBLEMA DE ALHACEN

Después de ofrecer argumentos y evidencias experimentales en favor de
las leyes de la reflexion, y después de fortalecer la confianza en el principio
de Ptolomeo,” Alhacén propone el famoso problema que lleva su nombre.
Este problema reza asi: si yo conozco la geometria del espejo y las ubicacio-
nes del objeto y del observador, se pide hallar el punto de reflexion, en caso
de existir, para que después se pueda establecer la ubicacion precisa de la
imagen correspondiente.® Este problema se formul6 en forma precisa inicial-
mente en la proposicion 18 del libro V.2 Si el espejo es plano, la solucion es
trivial. En los casos restantes, la solucion exige una complejidad que no al-
canza a advertirse en la simplicidad de la formulacion del problema.!® Nos

7 Este principio, formulado en lenguaje intramisionista, asegura que la imagen que de un
objeto contempla un observador en una posicion conocida frente a un espejo, debe hallarse en
la interseccion de la prolongacion del rayo visual que llega al observador y de la perpendicular
trazada desde el objeto al plano tangente a la superficie del espejo en el punto de incidencia;
cfr. SMITH, M., (1996), Ptolemy’s Theory of Visual Perception, traduccion al inglés de la
Optica, Philadelphia, The American Philosophical Society, 111, §3. Alhacén V, 2.1.

8  Los autores mas representativos de la geometria griega mantienen una distincion entre
problema y teorema. Un problema se presenta gramaticalmente en infinitivo y pide la cons-
truccion de un objeto geométrico en un contexto claramente delimitado. Un teorema, por su
parte, se presenta bajo la forma de un condicional que pretende aseverar una propiedad en una
configuracion geométrica dada. Cfr. KNORR, W. R., (1986), The Ancient Tradition of Geome-
tric Problems, New York, Dover Publications, INC, p. 348.

9 Alhacén V, 2.137.

10 En la presentacion que Marcus Baker hace de la bibliografia acerca del tema, califica
asi la propuesta de Alhacén: «La solucion se lleva a cabo con la ayuda de una hipérbola que
interseca una circunferencia, y resulta excesivamente prolija e intrincada» (BAKER, M.,
(1881), Alhazen’s Problem. Its Bibliography and an Extension of the Problem, American
Journal of Mathematics, Vol. 4, (1), pp. 327-331, p. 327.
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concentraremos en la solucion para el caso de los espejos convexos (esféri-
cos, conicos y cilindricos).

Alhacén divide el problema en dos casos. El primero de ellos es muy sen-
cillo; mientras que el segundo reviste una complejidad extrema. En el primero
caso se establece como condicion que tanto objeto como observador se en-
cuentren a la misma distancia del centro del espejo. Imaginemos que O repre-
senta la posicion del objeto y ¥ la del observador frente a un espejo esférico
convexo de centro en N (Figura 1). Imaginemos también que ON =VN . La
circunferencia AGB define el corte de la esfera con el unico plano que contie-
ne a los puntos O, V'y N. Los puntos 4 y B definen los limites del sector efec-
tivo para la reflexion.!! Se traza la bisectriz NGM al angulo ONV. Esta bisec-
triz se encuentra en el plano ONV 'y corta ortogonalmente la circunferencia en
G. Los tridngulos OGN y VGN son obviamente congruentes y, en consecuen-
cia, los angulos OGM y MGV resultan congruentes; esto convierte al punto G
en la solucién del problema. De otra parte, OG, GV'y GM se encuentran en el
mismo plano ONV.

Figura 1. Problema de Alhacén para el caso en el que ON =VN

La solucion del segundo caso, cuando objeto y observador se encuentran a
distancias disimiles del centro del espejo, implica un camino muy tortuoso.

1" En estos puntos ocurre que las rectas ¥4 y VB que no aparecen en la figura son tangen-
tes a la circunferencia.
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De hecho, Alhacén presenta la solucion después de ofrecer 6 lemas que atien-
den a construcciones auxiliares. Los lemas mencionados son las proposicio-
nes 19 - 24 (Alhacén, V, 2.141 - 2.197).12 A continuacion me ocuparé del
método desarrollado por el filosofo arabe para resolver el problema asociado
con los espejos esféricos convexos. Las construcciones auxiliares se presen-
tan al final del apartado y se reenumeran atendiendo al orden en el que se van
necesitando. La solucion la presenta Alhacén en la proposicion 25 (Alhacén,
V, 2.198 - 2.215).

Figura 2. Formulacion del Problema de Alhacén

Imaginemos un espejo esférico de centro G, un observador ubicado en 4 y
un objeto ubicado en B. La figura 2 muestra el corte de la esfera con el plano
que contiene a los puntos 4, B'y G. El punto de reflexion ha de encontrarse en
el mismo plano, en consecuencia ha de hallarse sobre la circunferencia aludi-
da. El problema se puede formular asi: dada una circunferencia de centro Gy
los puntos exteriores B (objeto) y 4 (observador), se pide hallar la ruta del
rayo de luz que va desde B hasta 4 pasando por D (un punto en el espejo cuya
normal es DE) de tal manera que los dngulos BDE y ADE sean congruentes.
A continuacion (i) presento la solucion de Alhacén; (ii) formulo algunas va-

12 Para un analisis y presentacion de los lemas, véase SABRA, A. 1., (1982), pp. 299-324;
SMITH, M. (2008a), «Alhacen’s Approach to «Alhazen’s Problem»», Arabic Sciences and
Philosophy, vol. 18 pp. 143-163.

Asclepio, 2012, vol. LXIV, n° 1, enero-junio, 251-276, ISSN: 0210-4466 259



CARLOS ALBERTO CARDONA SUAREZ

riaciones en la presentacion de la construccion auxiliar requerida; (iii) presen-
to las claves de la demostracion; (iv) sugiero una hipotesis plausible que po-
dria explicar el camino que condujo a Alhacén a concebir una solucién tan
compleja; (v) presento el lema 6; (vi) presento el lema 2; (vii) muestro la ex-
tension del método general para ocuparse de los espejos convexos (cilindricos
y cdnicos); y, por ultimo, (viii) recojo la conclusién final.

(1) Presentacion de la solucion. Se construyen los segmentos auxiliares
FMy FK, uno a continuacion del otro sobre la misma recta, de tal manera que
FM =BG y FK =GA (Figura 3).13 O es el punto medio de MK y OC es
una perpendicular a MK. El punto C se elige de tal manera que el angulo
OCK es la mitad del angulo BGA. A continuacion se halla un punto S sobre
CO que satisface la siguiente condicion: si desde ese punto se traza la recta

SF, ésta va a cortar la recta CK en un punto P tal que SP = BG , siendo GD
PK GD

el radio de la esfera. Este paso se lleva a cabo con la construccidon auxiliar 1.
Como veremos mas adelante, la solucion del problema depende esencialmen-
te de la posibilidad de encontrar este punto S.

M
Figura 3. Problema de Alhacén (planteamiento y preambulo)

13 Alhacén no exige la igualdad de los segmentos como aqui se sugiere, ¢l pide que la

construccion satisfaga la proporcion FM _ BG . Como la eleccion es arbitraria, podemos
FK GA

facilitar el razonamiento si la construccion auxiliar replica la medida de los segmentos BG y

GA (Alhacén, V, 2.200).
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No hay sélo un punto que satisface la condicion impuesta en la construc-
cion auxiliar. Hay dos puntos Sy S’. Alhacén demuestra que si ninguno de los
angulos CKS o CKS’ es mayor que un angulo recto, no habra, entonces, solu-
cion para el problema.!# Imaginemos, pues, que CKS es mayor que un angulo
recto. A continuacion se construye el angulo BGE igual al angulo SPK. La
interseccion de GE con la circunferencia es el punto buscado D (Figura 4).
Probaremos, entonces, que D satisface la condicion exigida, a saber, los angu-
los BDE' y ADE han de ser congruentes (Seccion (iii)).

]
Figura 4. Problema de Alhacén (caso en el que ZCKS >90°)

(i1) Variaciones en la presentacion de la construccion auxiliar. La ubica-
cion de la construccion al margen es completamente irrelevante. En conse-
cuencia y a diferencia de Alhacén, haremos la construccion sobre la disposi-
cion inicial para facilitar la contemplacién de las congruencias y semejanzas
requeridas. Para ello, construimos el segmento GK, a continuacion de BG, de
tal manera que AG = KG . Para que el lector pueda seguir la variacion pro-
puesta, rebautizaremos los puntos G y B con las alusiones G-F, B-M. De esa
manera se pueden seguir las descripciones en uno u otro esquema. Después
replicamos todas las construcciones enunciadas en la presentacion de la prue-
ba. La figura 5 exhibe la nueva organizacion.

14 Este resultado se justificara mas adelante.
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Figura 5. Problema de Alhacén (reubicacion de la construccion auxiliar)

(iii) Demostracion. Para efectos de la demostracion se agregaran los si-
guientes elementos. La tangente a la circunferencia por D que corta a BG en
el punto N; el punto Q sobre BG de tal manera que los dangulos GDQ y OKC
sean congruentes; la perpendicular BZ a OD; el punto / sobre DZ de tal mane-
raque DZ = ZI ; DL paralela a BI, con L sobre BG; el punto H sobre BG, de
tal manera que los angulos HDL y BGA sean congruentes (Figura 6).

Figura 6. Problema de Alhacén (elementos de la prueba)
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Los elementos adicionales de la construccidn conducen a establecer que

AQDN:ZI_;DL , ¥ ABDQ:%-]S Estos dos resultados contribuyen a
2

mostrar que ZBDN = ZNDH . En consecuencia, sus respectivos angulos
complementarios ZBDE y ZHDG son congruentes. Ahora bien, si H, D y
A fuesen colineales (Conjetura), de ello se podria concluir que

4BDE = ZEDA , que es lo que se busca.

Para probar la conjetura, prolongamos HD (Figura 7) hasta cortar G4 en
un punto W; por tanto W es colineal con H'y D. Mostraremos que W coincide
con A. Sea el triangulo GHW, trazamos HT paralelo a BD (con T sobre GD).

Figura 7. Problema de Alhacén (conjetura)

Dado que SP _ BG y £ZBGD = ZSPK (por construccidn), se puede con-

PK GD

15 En el primer caso, dado que ZQDN+/GDQ y ZOCK+ZOKCson rectos, y
ZOKC = ZGDQ, se sigue Z/ODN = Z/OCK . Ademds i — £BGA por construccion. En
2

el segundo caso, DL y BI son paralelas, mientras que el triangulo BDI es isosceles, pues BZ es
una perpendicular a DI trazada en el punto medio Z.
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cluir en forma crucial que SPK = ABGD . Las construcciones adelantadas
también permiten establecer las siguientes semejanzas:
AFPK = AOGD,ABDQ = ASKF ,ABQZ = ASOF .'¢ A partir de estas tlltimas

se puede inferir la proporcién: 19 _BG  De otro lado, la semejanza
oD GA

ALDQ = ABQI mas el hecho de que BDI es isosceles, imponen la proporcion:
10 _BD A partir de estos resultados se infiere: (1) =—— BD _BG

OD DL DL GA

En otra direccion, de la semejanza AHDL =AHWGse infiere (2)
HD _HG 17 pe semejanza AGTH = AGDB , se establece BD :E Co-
DL GW HT GH

mo HD = HT (pues ATHD es isosceles, ya que £ZBDE = ZHDG (segun los
pasajes iniciales de la prueba) y £LBDE = ZHTD), se puede sustituir éste re-

sultado en la proporcion anterior y obtener: (3) BD =— BG . Tomando HD co-
HD HG

mo media proporcional entre BD y DL, se puede escribir: BD _(BD \( HD
DL HD )\ DL

para substituir (2) y (3) y concluir: (4) — BD ( BG )(EJ )

DL \ HG )\ GW
Sustituyendo (1) en (4) concluimos: E: BG ) HG = BG , lo que
GA \HG)\GW ) GW

nos permite defender que W coincide con A4 y, en consecuencia, A, D y H han
de ser colineales (conjetura probada).

(iv) Hipotesis que exhibe una posible logica del descubrimiento. ;Codmo
pudo Alhacén concebir un procedimiento tan complejo para dar con la solu-
cion del problema? Esta es una pregunta que quiza nunca logremos descifrar.

16 La primera se infiere del hecho de que los angulos FPK y BGD son congruentes por
construccion, asi como lo son los angulos PKF'y ODG. La segunda se infiere porque (i) SKF
unido a FKP resulta congruente con BDQ unido con QDG (que es congruente a PKF) y (ii)
DBQ es congruente con FSK por la semejanza previa establecida entre los triangulos SPK y
BDF. La tercera se infiere porque los dos triangulos son rectangulos y los angulos QBZ'y OSF
son congruentes.

7 /ZHDL = ZBGA por construccion y H es colineal con By G.
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De un lado, los pasos preliminares recuerdan los métodos empleados por los
griegos para hallar una media proporcional entre dos segmentos dados: (i)
disponerlos uno a continuacién del otro sobre una recta; (ii) hallar el punto
medio de la composicion; (iii) trazar una perpendicular por el punto de reu-
nién de los dos segmentos; y, por ultimo (iv), encontrar sobre dicha perpendi-
cular un punto que satisface condiciones adecuadas para la solucion (en este
caso, el punto debe ser la interseccion con la circunferencia que se centra en
el punto medio y pasa por los dos extremos libres de los segmentos reuni-
dos).!® La familiaridad de Alhacén con los métodos griegos pudo guiar los
pasos iniciales. De otro lado, la solucion del caso simple, aquel en el que objeto
y observador equidistan del espejo, pudo ofrecer las pistas siguientes.!® Suma-
das las dos ideas seminales, pudo ser que Alhacén, después de suponer que
objeto y observador equidistan del centro del espejo, reuniera los segmentos
GB y GA’ —GK’ en la figura 8— uno a continuacion del otro sobre la misma
recta. El punto G define ya el punto medio que coincide con la interseccion de
los dos segmentos por donde se ha de trazar una perpendicular. A continuacion,
si ésta sugerencia es plausible, Alhacén pudo determinar la propiedad esencial
del punto que habria de buscar sobre dicha perpendicular, a saber el punto C’.
C’ es el corte de la recta BA " con la perpendicular a BK " por el punto G. Dado
que los tridngulos 4'GB y K'C’B son isdsceles y semejantes, resulta que los
angulos K'C'G y BGD (la bisectriz de 4'GB) son congruentes. La Figura 8
muestra los rasgos sobresalientes de la solucion de Alhacén para este caso par-
ticular. Utilizo las letras primadas para referirme a los mismos elementos de la
solucion general. En la Figura 8 el punto C’ también se denomina P’. Se puede
esperar, dado que ya se sabe que la solucion debe buscarse sobre la bisectriz de
BGA, que la figura auxiliar replique un triangulo semejante a BGD. Como Gy
K’ ya forman parte de la construccion auxiliary ZBGD = ZGC'K', se puede
encontrar un punto S’ sobre GC’ tal que ZBDG = Z(C'K'S'. De esa manera,
los triangulos BDG y P’K’S’ resultan semejantes.

18 EUCLIDES, (1956), The thirteen books of the Elements, New York, Dover Publications,
INC. Traduccion al inglés y edicion a cargo de Thomas L HEATH. VI, 13.

19 Mark Smith propone una estrategia que atiende también a esta segunda recomenda-
cién. Sin embargo, Smith no se concentra en la construccion auxiliar inicial, sino en los ele-
mentos agregados para ofrecer la prueba final. Esto hace que las dos propuestas, la de Smith y
la mia, subrayen elementos diferentes aunque pudiesen estar emparentados. SMITH, A. M.
(2006), xlix-li. Una sintesis del analisis también esta presente en SMITH, A. M. (2008a), pp.
146-151.
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K

Figura 8. Solucion al Problema de Alhacén en el caso en el que G4'= GB

K \—
Figura 9. Solucioén al Problema de Alhacén en el caso en el que 4’ cae sobre la tangente BR.

BR 'y BW (tangentes a la circunferencia que define el espejo) determinan el
sector en donde es factible encontrar una solucion al problema. Cuando A4’
cae sobre la tangente BR (como muestra la figura 9), estamos bordeando el
limite para una solucidn posible. En este caso, BDG es un angulo recto y asi
mismo debe serlo P’K’S’. Ello muestra por qué Alhacén advierte que para
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tener una solucion al problema ha de ocurrir que el angulo CKS (en la figura
7) sea mayor que un angulo recto.2’

Ahora bien, conocida la solucion del caso elemental, Alhacén pudo eva-
luar situaciones emparentadas que condujesen a la misma solucion, tratando
de establecer las modificaciones y los invariantes basicos. Cualquier punto 4
que se encuentre sobre la semirrecta DA’ ha de conducir a la misma solucion
D, siempre que tanto B como las caracteristicas geométricas del espejo se
conserven. Asi entonces, el punto D ya no se encuentra en la bisectriz de
AGB. Cuando 4 se desplaza desde 4’ hasta la nueva posicion, la bisectriz rota
de GE a GU. La figura 10 muestra el caso. La solucion al problema debe con-
ducir al punto D. Los puntos N y H, por razones obvias se mantienen inva-
riantes (N es el corte de BK’ con la tangente en D; H es el corte de 4D con
BK"). También resulta invariante el triangulo BDG. Imaginemos, pues, que
Alhacén replica los pasos iniciales de la construccion auxiliar del caso simple.
Pudo, entonces, disponer GB 'y GK (GK = GA) uno a continuacion del otro
para trazar después la perpendicular a este segmento por G. Si a continuacion
se construye el angulo GC"'K (C’’ sobre la perpendicular) de tal manera que
ZLGC"K = ZAGU (la bisectriz de AGB), es claro que este angulo ya no per-
mite la determinacion de D, que ahora no cae sobre dicha bisectriz. Como ya
conocemos la solucion, podemos construir los dngulos GPK (con P sobre
C"’K) y PKS (con S sobre PG) de tal manera que ZGPK = ZBGD (mitad de
A'GB)y PKS = GDB. Asi las cosas, el triangulo SPK resulta semejante con
el triangulo invariante BDG. Se puede probar, primero, que el punto S cae
precisamente sobre la perpendicular a BK trazada en el punto medio Oy, se-
gundo, que el angulo OSP es congruente con el angulo EGU (la rotacion de
las bisectrices como efecto del desplazamiento de A4).2! Dado que ahora el
protagonismo se puede concentrar sobre la mediatriz SO, podemos prolongar
KC’" hasta cortar a SO en C.

(Fase de construccion).?? En ese orden de ideas, si nos dan inicialmente B

y A4 (y desconocemos A4 ), podemos trazar la perpendicular por el punto medio
O, y después de trazar el angulo OCK congruente con la bisectriz de BGA,
hemos de hallar S, sobre dicha perpendicular, de tal manera que podamos
garantizar la colinealidad de S, G y P, por un lado, y la semejanza de los

20 También se advierte que solo hay solucion si la recta 4 B no corta a la circunferencia.

21 Estos resultados se pueden defender acudiendo a las construcciones que justificaron la
demostracion general.

22 Mas adelante se entendera el sentido de la introduccion en paréntesis para el parrafo.
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triangulos SPK y BGD (aun cuando D también se desconoce). Asi las cosas,
después de construir el tridngulo rectangulo COK, se busca sobre CO el punto
S a partir del cual se puede trazar la recta SG que corta a CK en P de tal ma-

nera que % = g_g . El hecho de que desconozcamos la posicion precisa de D

no es obice para adelantar la tarea, toda vez que la magnitud de GD, donde
quiera que se encuentre D, coincide con el radio de la circunferencia. Esta
construccidn garantiza la colinealidad S-G-P y da pie para garantizar la seme-
janza buscada si a continuacion construimos ZBGE = ZSPK . Es, entonces,
muy posible que Alhacén partiese de la solucidon del caso simple y, a conti-
nuacion, procurase hallar los invariantes al modificar dicho caso. Mas adelan-
te veremos que este ejercicio metodoldgico se repite para situaciones mas
complejas (los espejos cilindricos-convexos y los espejos conicos-convexos).
De ser correcto el procedimiento de descubrimiento que hemos esbozado,
hemos de preguntar, entonces, por la similitud o diferencias con los métodos de
analisis y sintesis propuestos por Euclides en el Libro XIII de sus Elementos. En
la traduccion que sugiere Heath de esos dificiles pasajes, teniendo en cuenta las
aclaraciones de Pappus, el analisis es el método mediante el cual aceptamos
como hallado lo que estamos buscando, para después indagar por la causa ante-
cedente de esto Ultimo y continuar asi hasta llegar a algo ya conocido o pertene-
ciente a los primeros principios. En el caso de la sintesis que le sigue, recorre-
mos el camino inverso; esto es, partimos de lo ya conocido o de los primeros
principios a los que arribamos con el analisis y, una vez garantizada la reversibi-
lidad necesaria del proceso anterior, avanzamos hacia la construccion formulada
como problema.?3 Heath, siguiendo a Hankel, propone dos fases en el analisis:
primero la transformacion, en la que nos movemos desde la supuesta solucion al
problema hasta hallar una nueva construccion que no pertenece a los datos ori-
ginales; y, segundo la resolucion en la que se prueba que todas las partes restan-
tes de la nueva construccion son conocidas. En formas anéloga, la sintesis cons-
ta también de dos fases: la construccion en la que se sigue el proceso inverso de
la resolucion del andlisis —garantizada la reversibilidad con caracter necesa-
rio—; y la demostracion en la que se prueba que la construccion asi obtenida
satisface las condiciones exigidas inicialmente en el enunciado del problema.
Imaginemos, pues, que el procedimiento descrito exhibe efectivamente un
camino de descubrimiento; y supongamos, también, que dicho procedimiento
encarna la dupla analisis-sintesis. Veamos ahora si podemos identificar las

23 BUCLIDES, (1956), vol. 1, pp. 137-142.
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fases sefialadas. Supongamos que la circunferencia y los puntos 4 y B (Figura
10) son dados y nos piden hallar el punto que satisface las condiciones del
punto de reflexion. Imaginemos que D sea ese punto.

Fase de transformacion. Trazamos la bisectriz GU al angulo AGB. Traza-
mos la semirrecta DA y hallamos A4 sobre ella, de tal manera que GA'= GB .
D es también la solucion al problema de Alhacén si hubiesen sido dados 4"y
B originariamente. Trazamos BA "y obtenemos el corte C” con la perpendicu-
lar a GB por G (Figura 8). Se construye el tridngulo isosceles BC'K™ y el
triangulo C'K’S’ (A'G = K'G ) forzando la semejanza con el triangulo BDG.

Fase de resolucion. Imaginamos ahora que un punto virtual se desplaza a
lo largo de la semirrecta DA, desde 4 hasta llegar nuevamente a 4. En esa
transformacion exigimos, primero, la invarianza de la semejanza entre los
triangulos BDG y SPK (con S'y C sobre la mediatriz de BK (Figura 10), P
sobre la recta CK, GK de idéntica longitud a la que existe entre G y el punto
virtual y el angulo SCK congruente con la bisectriz al &ngulo formado entre
B, G y el punto virtual), y segundo, que la rotacion de la bisectriz (EGU) se
replique en el angulo OSG.

Figura 10. Solucién al Problema de Alhacén en el caso en el que 4 cae en la recta DA .

Fase construccion. Es la fase descrita en el parrafo que inicia con la anota-
cion (Fase construccion).
Fase de demostracion. Es la fase descrita con el numeral (iii).
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(v) Construccion auxiliar 1 (Lema 6). Nos ocuparemos ahora de las dos
construcciones auxiliares (Lemas 6 y 2) que hacen posible la solucion general
para el caso de los espejos esféricos convexos. Dado el triangulo rectangulo
ABG (ABG recto) y un punto D sobre uno de los catetos (para el caso, BG);
dados también los segmentos libres £y Z, se pide hallar la recta que pasa por
Dy corta a la hipotenusa AG en Q'y al otro cateto AB en T, de tal manera que
TO _E 5
0G Z

La solucion exige adelantar las siguientes construcciones (Figura 11). Tra-
zar AD. Trazar DM paralela a BA, M en el corte con GA. Construir la circun-
ferencia que pasa por G, D'y M. Construir ZDMC = ZGAD con C sobre la

circunferencia. Construir el segmento H de tal manera que AD _E A partir
H Z

de C se halla la recta que corta a GM en L y a la circunferencia en N de tal
manera que LN = H . Este procedimiento exige una nueva construccion auxi-
liar (Construccion Auxiliar 2). Ahora se traza la recta ND y se obtienen los
cortes Qy T con AG y AB. La recta ND es la recta buscada.

Figura 11. Lema 6

24 Alhacén, V, 2.193 — 2.197
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Dado que ANQL=ADQA se tiene AQ _AD > De Ia semejanza

ON NL
~ . TO 4D .
ATQA = ANQG se concluye: —= == Como el lema 2 garantiza la cons-
0G NL
AD E

truccionde NL=H ,y =2 (por construccion) se puede concluir, enton-
Z

H
TO E

ces, =—, que era lo que se pretendia.2® La solucién completa del Pro-
Z

blema de Alhacén depende ahora de nuestra habilidad para trazar CN de tal
manera que la longitud de LN coincida con la longitud de un segmento dado.

(vi) Construccion auxiliar 2 (Lema 2). Dada una circunferencia GAB de
didmetro GB y un segmento de recta HZ, se pide trazar una recta desde 4 que
corte la circunferencia adicionalmente en D y al didmetro GB en E, de tal
manera que ED = HZ (Alhacén, V, 2.158-2.166).%7

La solucién del problema exige las siguientes construcciones (Figura 12).
Trazar AB y AG. Se dispone HZ sobre la recta GB. Se traza HM paralelo a G4
y el angulo LHZ congruente con el angulo ABG.28 Se proyecta ortogonalmen-
te Z sobre HM (en T) y sobre HL (en N). Se construye la conica (hipérbola)
que pasa por 7'y tiene como asintotas a ZN'y HL.?° Se traza la circunferencia
de centro 7'y radio BG (puede ocurrir que corte la otra rama en dos puntos, en
un punto o en ninguno). Sean C'y C’ los cortes de dicha circunferencia con la

% La semejanza se infiere de que AZNQL = /DQA (opuestos por el vértice) y
/DMC = #DNC ya que ellos subtienden el mismo arco CD (EUCLIDES, (1956), III, 21) y
ZDMC = ZDAG (por construccion).

26 El lema 2 prevé dos soluciones, de donde se puede esperar también dos soluciones pa-
ra el problema propuesto.

27 Los griegos se referian a esta clase de problemas con el término neusis.

28 My L se definirdn con mas precision a continuacién. Por lo pronto no requieren de una
definicion mas precisa.

29 Alhacén sugiere usar el método de Apolonio (Cfr. Apolonio, (2000). Conics. Santa Fe,
Green Lion Press. Edicion preparada por Dana Densmore, II, 4). Pappus denominaba proble-
mas solidos a aquellos cuya solucion requiere en forma necesaria el uso de superficies conicas
(cfr. KNORR, W. R., (1986), p. 341). La referencia necesaria a una conica puede tomarse
como indicio de la posibilidad de que el problema no se pueda resolver con el uso exclusivo
de regla y compés. Para una demostracion en esta direccion véase NEUMANN, P., (1998),
«Reflections on reflection in a spherical mirror», en American Mathematical Monthly, 105,
pp. 523-528.
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otra rama de la hipérbola en caso de que existan los cortes o coincidan en uno
solo (si no hay corte, no habra solucion). Se traza 7C y se hallan los cortes F, Q
con las asintotas HL y ZN. Se traza la paralela a 7C por Z y se definen los cortes
M, L con HT y HN. Se construye el angulo BGD (D sobre la circunferencia) de
tal manera que ZBGD = LHLZ 'y se traza AD que corta a BG en E. En este
caso ED = HZ , que es lo que se queria. Si en lugar de tomar C se hubiese to-
mado C'y se sigue el mismo procedimiento, el resultado conduce a otro punto D’
que satisface también la condicion impuesta.

Figura 12. Lema 2

Dadas las semejanzas AHML =AGDB y AHMZ = ADEB, se tiene
BG _ LM y BD _ MH , de donde concluimos (1) BG _LM e otro lado,
BD MH DE HZ DE HZ
dado que QC =TF (Apolonio 11, 16)3° y TF = LZ concluimos QC=LZ;y
dado que 7Q = ZM inferimos (2) LM =TQ+QC =TC. A partir de (1) y (2)
tenemos 29 _TC Finalmente, dado que BG = TC por construccion, con-

DE HZ
cluimos DE = HZ que es lo que esperabamos construir.

30 Apolonio demuestra en II, 16 que si 0 y Q" son puntos arbitrarios sobre ramas diferen-
tes de una hipérbola y K'y K" los cortes de Q0" con las asintotas, ocurre que QK = Q'K".
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(vii) Espejos cilindricos y conicos convexos. Las soluciones de Alhacén, si
bien siguen el mismo esquema de razonamiento, se vuelven absolutamente
complejas por lo extensas y lo escabroso de los giros en los argumentos. No
obstante, la estructura profunda del razonamiento es simple, elegante y pode-
rosa. Expongo en lineas generales el esquema de razonamiento y procuro
resaltar el parecido de familia con el esquema propuesto en la logica del des-
cubrimiento. Alhacén concibe dos casos simples y un caso complejo. El caso
complejo se resuelve atendiendo la solucion de un caso simple para después
hacer modificaciones que resaltan elementos invariantes. En primer lugar,
observador y objeto pueden encontrarse en un plano que contiene al eje del
cilindro o del cono. En este caso el punto de reflexion ha de encontrarse en la
interseccion de dicho plano y la superficie del espejo (a saber, una recta). El
problema entonces se reduce a hallar la solucion para el caso de un espejo
plano. En el segundo caso, observador y objeto pueden encontrarse en un
plano paralelo a la base del cilindro o del cono. El punto de reflexion ha de
encontrarse, pues, en la interseccion de dicho plano y la superficie del espejo,
a saber una circunferencia. Este caso remite a hallar el punto de reflexion en
un espejo esférico convexo. La Figura 13 exhibe los casos 1 y 2 para espejos
convexos cilindricos y conicos. A4 representa un objeto (o un observador), B
un observador (o0 un objeto) que se encuentra junto con 4 en un plano que
corta longitudinalmente bien sea al cilindro o al cono; B’ un observador (o un
objeto) que se encuentra con 4 en un plano paralelo a la base del cilindro o
del cono; Gy G’ son los respectivos puntos de reflexion.

Figura 13. Problema de Alhacén, espejos cilindricos o conicos convexos (casos 1y 2)

En el tercer caso —este es el caso mas complejo e interesante—, no hay un
plano que contenga al objeto, al observador y al mismo tiempo o bien sea
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paralelo a la base, o bien contenga al eje del cilindro o del cono. El esquema
propuesto por Alhacén es el siguiente. Sea A4 el observador y B el objeto. Se
determina un plano paralelo a la base (del cilindro o del cono) que contenga al
punto A4. El corte de este plano con la superficie del espejo es una circunferencia.
Llamemos a esta circunferencia S. Después, sobre dicho plano se proyecta al
punto B en forma perspectiva desde el vértice del cono, o en forma ortogonal si
se trata de un cilindro.3! Sea G el vértice y B’ la imagen de B sobre el plano que
contiene a 4.32 4 continuacion se resuelve el problema de Alhacén para los pun-
tos A y B’. Este caso coincide con el caso de los espejos esféricos convexos. Sea
C’ la solucion de dicho problema. C’ se encuentra sobre S. A continuacion se
traza C’E’ normal al cilindro o al cono. Luego se traza la recta que une a C’ con
G. Ahora se concibe el plano que contiene a C’y al eje del cono (o del cilindro).
Es claro que C’G pertenece a dicho plano. Ahora se busca la interseccion de di-
cho plano con la recta AB. Sea K tal interseccion. Finalmente se traza una per-
pendicular a C’G que pasa por K. La base de tal interseccion F' se encuentra sobre

Figura 14. Problema de Alhacén, espejos cilindricos convexos y conicos convexos.

la superficie del espejo y determina el punto buscado. FK es la normal a la super-
ficie del espejo en el punto de reflexion. Es claro que AF (rayo reflejado), FK

31 Se traza una recta desde el vértice que contenga al punto B. A continuacion se halla la
interseccion de dicha recta con el plano paralelo a la base y que contiene a 4. Si el espejo es
cilindrico bien podriamos pensar que se trata de un cono cuyo vértice se encuentra corrido al
infinito. En ese orden de ideas, la proyeccion se vuelve ortogonal. (Este no es el lenguaje de
Alhacén, por razones obvias).

32 Si se trata del cilindro, el vértice G se concibe como un punto al infinito.
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(normal) y BF (rayo incidente) se encuentran en el mismo plano ABF.33 Alhacén
procura demostrar que la condicién de congruencia entre los angulos B'C’E’ y
E’C’A no se pierde en la proyeccion.?* Por lo tanto los angulos AFK y BFK son
congruentes. La Figura 14 muestra los elementos descritos para los dos casos.

(viii) Conclusion. La exposicion que Alhacén ofrece de la solucion al pro-
blema que lleva su nombre oculta la logica del descubrimiento. Nos encon-
tramos con un ejercicio complejo, por la cantidad de movimientos abstrusos
que supone, y brillante, por la contundencia del resultado. Hemos sugerido un
procedimiento que podria develar aspectos centrales de la logica del descu-
brimiento. Suponemos que se usan, primero, métodos emparentados con los
procesos usados por los griegos para hallar medias proporcionales, y, segun-
do, un mecanismo heuristico sencillo que se puede resumir asi: (i) hallar la
solucion a un caso trivial, y (ii) deformar el caso trivial conservando los inva-
riantes basicos hasta dar con las condiciones del caso complejo. Es probable
que esta combinacion encarne la reunion juiciosa de analisis y sintesis. De
cualquier manera, la solucion del problema para el caso de los espejos coni-
cos y cilindricos exhibe nuevamente el patron que hemos querido resaltar:
solucion de un caso trivial, seguido de una transformacion que atiende los
invariantes hasta dar cuenta de las condiciones complejas iniciales.
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33 Kestden el plano ABF, pues K estd en la recta AB.
34 La demostracion no reviste mayor complejidad.
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